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Calculatrice autorisée en mode examen

Maths DS3 Samedi 9 mars 20243

Exercice 1 — QCM [8 points]

Pour chaque question, donner la (ou les) bonne(s) réponse(s) parmi A, B, Cou D.

1h30

NOM :

Prénom :

Votre

Question A B C D réponse
(uy) est arithmétique
u, = 35etu,; = 20. _ _ 20
1 1 L2 raison de la suite (u,) est 15 3 35 3
égalea ...
(uy) estarithmétique uy = 3
de raison 5.
2 | Onpose: 38 255 308 364
S=ug+u +uy;+--+uyp
Alorsona § = -
(uy) estarithmétique, us = 4 _ _ _ _
3 et u;s = 19, alors ... Uo = =3 Uy = 13 Uzo = 26,5 Uso = 40
1
7 ’ . J— 1
a (vy,) est géométrique, vq > vy = — Vi, =8 vy = 1024 v,s = 16 384
et v, = 16, alors ... 512
(tn) Vérifie, pour toutn e N: (tn) est (tn) est (tn) n’est
_ 3gn+l _3n (ty) est o L . "
5 tn = . " géométrique | géométrique de ni arithmétique,
arithmétique . . C
On peut en déduire que ... de raison 3 raison 2 ni géométrique.
(uy,) est géométrique de ug 1 1 ,
6 1 —_— = = = - = =72
raison Setuo # 0, alors ... uy 3 Us = glUs UslUs = Us Up = 729Us
uy = 1 et pour toutndeN, (vy) telle que
Upyp = —2U, + 1. (un) n'est pour toutn € N
7 0] déduit arigzrr;\)éiistue é((;rlw:lé)ztfiStue ni arithmetique, —y -1
n en déduit que ... q g q ni géométrique Un = Un — 3
est géométrique
La somme :
8 1+2+2% 44210 210 -2 211 —1 2048 2047
est égalea ...
Corrigé
Question A B C D répomse
(uy) est arithmétique
u, = 35etu,; = 20. _ _ 20
1 La raison de la suite (u;,) est 15 3 35 3 B
égalea ...
u, =u,+(7—-2)xr,20=35+5r,-15=3r,r=-3
Question A B C D R
(uy) estarithmétique uy = 3
de raison 5.
2 | Onpose: 38 255 308 364 C

S=ug+u +uy;+--+uyp
Alorsona S = ---

u10=u0+101'=3+10><5=53

S =

(u0+u10)><11_(3+53)x11_56><11_

u0+---+u10= 2

2

2




Votre

Question A B C D réponse
(uy) estarithmétique, us = 4 _ _ _ _
3 ot Uys = 19' alors .. Uy = 3 U9 = 13 Upg = 26,5 Uzg = 40 C
Us =us+(15-5)xr 19=4+10r 15=10r r=15
Ug=us+(0—-5)xr=4-5%x15=4-75=-35
Ug=Us+5r=4+5%x15=4+75=115
Uyo =u5+151‘=4+15><1,5=26,5
U3zp =u5+251‘=4+25><1,5=41,5
Question A B C D répomse
1
7 7’ . J— 1
4 (vn) est geomEtl‘lque, Vo 2 Vg = —= Vi = 8 Vo = 1024 Vs = 16 384 C
et v, = 16, alors ... 512
v =ve X q*°  16=-xq° 32=¢° q=2
1 1 1
v9=v0><q9 E=v0><29 E=v0><512 170:103
3 1
v12=v9X2 =EX8=4
Voo = V1a X 26 =16 X 64 = 1024
1725 = 1714_ X 211 = 16 X 211 = 32 768
Question A B C D répome
(tn) Vériﬁe, pour toutn € N : (t ) ost (tn) est (tn) est (tn) n’est
5 t, = 3" -3 arithrrlnéti e géométrique | géométrique de | niarithmétique, B
On peut en déduire que ... g de raison 3 raison 2 ni géométrique.
t, =3"%x3-3"x1=3"(3-1)=2x3"
ther =2 X3 =2x3"x3=¢t,x3=3X%Xt,
Question A B C D répome
. (uyn) esi géométrique de ug 1 1 ., _ 729 .
raison Setuo # 0, alors ... Uy 3 Us = gls Uslls = s Uo = 7o7Us
u u
u_8 -8 7=3
9 ug X g
Ug=Ug X g2 =u x(l)z—u xi=1y
8= Ue X q" = U X 3] TUs X5 = JUs
Uy .
U3XuS=_XqXU4=U4
q
6 1\° 1
Ug = Uy X q° = Uy X (E) = U, xﬁdoncuo = 729%u,
Question A B C D répome
Let tout nde N @) (vy) telle que
Uy = et pour tout n ae N, Uy n’est
pour toutn € N
7 Up41 = —2up + 1. () est () est ni arithmétique, 1 cD

On en déduit que ...

arithmétique

géomeétrique

ni géométrique

vn=un—3

est géométrique




Question A B C D réponce
Lasomme:
8 1+2+2%2+...4210 210 -2 211 —1 2048 2047 BD
est égalea ...
1-—211 1—2048
1424 +210=204214...4210=20x =1X——=2048—-1= 2047

1-2 -1

Exercice 2 [7 points] L’aquarium

Le ler janvier 2024 il y a 50 poissons dans un aquarium. Chaque année, 20% des poissons de cet
aquarium meurent et on ajoute 15 nouveaux poissons en fin d’année.

On note u, le nombre de poissons dans I'aquarium le ler janvier de 'année 2024 + n.

4
1. Justifier que pour tout entier naturel n, u,,; = S Un + 15.

2. Calculer u, et u,.
3. Pourtoutn € N, on pose : v,, = u, — 75.
a. Calculer v,.
b. Montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, puis u, en fonction de n.
4. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).
5. Cet aquarium a une capacité maximale de 80 poissons : sera-t-il suffisant ou bien faudra-t-il a un
moment envisager I'achat d’'un aquarium plus grand ?

Corrigé
4
1. Justifier que, pourtoutn € N,u,,; = S Un + 15.

On se place n années apres 2024 : il y a u,, poissons.

Le nombre de poissons va ensuite diminuer de 20% donc on va perdre 20% de u,, poissons soit

20 . 1 . e . . o
Tog X Un POISSONS, OU encore — X U, poissons, mais a la fin de I'année 15 nouveaux poissons vont étre

ajoutés donc le nombre de poissons va augmenter de 15.
L'année suivante, on aura donc un nombre de poissons égal a :

1 1 4
un—gun+15=un<1—§)+15=§un+15

Autrement dit : u, 1 = %un + 15.

Onadoncbien:vn € Nyu, .1 = %un + 15.

2. Calculer u, et u,.

4 4

5 5
4 4
up =gy +15=-X55+15=4x11+15=44+15 =59

Résumons : u; = 55 et u, = 59.

3. Pourtoutn € N, v, =u, — 75.
a. Calculer v,.
Vg =UuUy—75=50—-75=-25.
Conclusion : vy = —25.

b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
Soitn € N,ona:

4 4
vn+1_un+1—75_§un+15_75_§un_60
v,  U,—75 u, —75 " u,—75




4 y 60
5\ 4 4 5, 4 5, 4
g =§(un—60><z)=§(un—15x4xz)=§(un—75)=i
u, — 2000 u, —75 u, —75 U, — 75 5
Un+1 4 4 , e . 4
Pourtoutn € N, P et < est une constante donc (v,,) est géométrique de raison =
n

c. Exprimer v,, en fonction de n.
Soitn € N.
v, = Uy X q" (Cours)

4 4\
Or,v, =—25etq =Edonc v, = —25X (E) .

4 n
Conclusion : pour toutn € N, v,, = —25 X (E) .

d. Exprimer u, en fonction de n.
Soitn € N.

4\" 4\"
Ona:v, =u, —75doncu, = v, +75.0r,v, = =25 X (E) doncu, = —25 X (E) +75.

4 n
Conclusion : pour toutn € N,u,, = =25 X (E) +75.
vérification
L 4\" 16
La formule précédente donne : u, = —25 X (E) +75 =-25X =T 75=-16+75 =159
ce qui est conforme a ce que la calculatrice détermine directement :

NORMAL 0 AUTO R RAD MP i
APP SUR + POUR &Tb
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n=0

4. Le sens de variation de la suite (u,) est donné par le signe de la différence u,,; — u,.

4 n
On a démontrée a la question précédente que : Vn € N,u,, = =25 X (E) +75

Soitn € N,ona:

4n+1 4n 4n 4 4n
un+1—un=—25x(§) +75—<—25x(§) +75>=—25x(§) x(§)+25x(§) x 1

n n

=25 (5) (-5+5) =252 (5) =5x(3)

AT
Onadonc:vn € Nu,,q —u, =5X (E) .
n

4\" 4
Soitn € N,ona: (E) >0,5> 0donc5 X (E) > 0 c’est-a-dire : up4 1 —u, > 0.

vn € N,u,,; — u, > 0donc (u,) est strictement croissante.



5. Cet aquarium a une capacité maximale de 80 poissons : sera-t-il suffisant ou bien faudra-t-il a un
moment envisager I'achat d’un aquarium plus grand ?

4 n
On adémontré que:vn € N,u,, = =25 X (E) +75.

Soitn € N,ona:
n n

" 4 4
75 —u, = 75 — —25><<§) +75 =75+25x<§) —75=25x<§)

" N\

Or, (—) > 0et25 > 0donc 25 X (—) > 0, autrement dit : 75 — u,, > 0, ou encore : 75 > u,,.
5 5

Onadonc:Vn € N,u, <75.

La population de poissons ne dépassera jamais 75 individus, donc 'aquarium de capacité maximale 80
poissons sera suffisant.

Exercice 3 [5 points] Suite du type u,,; = f(u,) et programme Python

1. On considére la fonction f définie et dérivable sur R telle que, pour tout réel x :
x>+ 2x—1
f(x)_x2+2x+2
a. Calculer f'(x).
b. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variation de f sur R.
2. Pourtoutn € N, on pose:
n’+2n-1
Y ey on+ 2
a. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
b. Démontrer que, pourtoutn € N, u,, < 1.
c. Le programme Python suivant détermine le plus petit entier naturel n, tel que u,, > 0,99:

01 n=0
02 U=-0.5
03 while U

04 U = (n**2+2%n-1)/(nx*2+2xn+2)
05 n=
96 print("n_O:",

Ecrire sur I’énoncé les lighes 03,05 et 06 exactement comme elles doivent étre tapées.

Corrigé
1. On considére la fonction f définie et dérivable sur R telle que, pour tout réel x :
2
x“+2x—1
X = -
&) x2+2x+2

a. Calculer f'(x).
uy' u'v—-v'u
Rappel : (E) —_—

Cx+2)(x?+2x+2)— 2x+2)(x*> +2x— 1)

16 = (x2 + 2x + 2)?




x+2)[x*+2x+2—(x?+2x—1)]

fe)= (x2 + 2x + 2)?
oy Cx+2)(xP+2x+2-x*—2x+1
fe)= (x2 + 2x + 2)?
L x+®)
fe)= (x% + 2x + 2)?
£(x) = 6x + 6

(x2 + 2x + 2)?

b. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variation de f sur R.

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur : 6x + 6.
bx+6=06x=—-6ox=-1
Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

2

f(—1)=( 1)2+2( 1) 1=1 2 1=_2=_2
D2+2-H)+2 1-242 1

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient le tableau de variation :

X —oo -1 40

f'(x) - 0 +

Sens de

variation \ /
de f -2

2. Pourtoutn € N, on pose:

_n2+2n—1
u”_n2+2n+2

a. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
Soitn € N,ona:0<n<n+1,or f est strictement croissante sur [0; +oo [ donc elle conserve
strictement le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent f(n) < f(n + 1).
or,f(n) =uyetf(n+1) =uy,, doncu, < Upyyq.
Pour toutn € N, u,, < u,,, donc la suite (u,,) est strictement croissante.

b. Démontrer que, pourtoutn € N, u,, < 1.

Soitn € N,ona:
n+2n—-1 n*+2n+2 n*+2n—-1 n*+2n+2-n*+2n-1)
n2+2n+2 n2+2n+2 n2+2n+2 n*+2n+2

0

1-u,=1

=5——>
n®+2n+2

1 —wu, > 0,autrementdit: 1> u,.
Onadoncbien:Vn € N,u, <1.



c. Le programme Python suivant détermine le plus petit entier naturel n, tel que u,, > 0,99:

01 n=0

02 U=-0.5

03 while U<0.99

04 U = (nx*x2+2xn-1) /(n**x2+2%xn+2)
05 n=n+1

06 print("n_0=",n-1)

En faisant tourner ce programme, on obtient n, = 17.

Avec la calculatrice :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP () [HORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP i
APP SUR + POUR &Tb1
Grophl Graph2 Graph3 X Y1
2 2 7 0.9538
Y 18(x%+2x-1)/(x3+2x+2) 8 0.9634
10 0.9754
E\Y3= i% 33;33
I\Y4= .
13 0.9848
B\Ys= 14 o.sas;
I = 15 0.988
N i S
= 17 g
EI\Ys=
X=17




